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LNTRODUÇÃO 
O problema de relacionar a curvatura de uma variedade 
manniana com a sua topologia é um dos problemas centrais em 
ri e 
Geome 
tria Diferencial. Dentro desse problema o caso de subvariedades de 
espaços euclidianos ocupa um lugar de destaque por várias razoes, 
não Últimas o fator histórico, e o teorema de Nash que garante que 
todas as variedades riemannianas podem ser isometricamente imersas 
em um espaço euclidiano. 
A proposta deste trabalho e estudar a topologia das varieda 
des com curvaturas seccionais nao negativas imersas isometricamen 
te em um espaço euclidiano em codimensão baixa. As hipóteses gl~ 
bais que consideraremos são essencialmente duas: o caso de varieda 
des compactas e o caso de variedades completas. 
O caso de hipersuperfícies (isto é, codimensão um) e, hoje, 
bem compreendido, seja no caso compacto, seja completo. Uma hipers~ 
perfície completa com curvaturas não negativas é bordo de um corpo 
convexo ou um cilindro sobre uma curva plana. 
Quando a codimensão é dois, os resultados sao mais recentes e 
ainda incompletos, e esse caso será o tópico principal deste traba 
lho. Para descrever os resultados nesta direção começaremos com o 
caso de variedades compactas. O ponto de partida das idéias que va 
mos expor é uma nota de A.Weinstein (veja [we]) na qual se observa 
que, se uma variedade com curvatura seccional não negativa (resp.p~ 
sitiva)é imersa com codimensão dois em um espaço euclidiano, então 
existem duas direções ortonormais no espaço normal tal que as duas 
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segund~s form~s fund~mentais nestas direções ~ao semi definidas 
(resp. definidas) positivas. Este fato acarreta que o operador de 
curvatura é não negativo (resp. positivo). Usando esta observação, 
C.S.Chen (veja [ch]} determina algumas desigualdades sobre as cur 
vaturas totais absolutas que permitem uma classificação das imer 
sões, considerando-se hipóteses adicionais. De fato, usando as desi 
gualdades de Chen e as clássicas de Morse, J.D.Moore (veja [M])co~ 
segue mostrar o seguinte resultado: 
TEOREMA A: Seja f: Mn -> JR n+Z uma imersão isométrica de uma va 
riedade compacta, orientável, com curvaturas seccionais positivas. 
Então Mn é homotopicarnente equivalente a sn. 
Usando essencialmente as mesmas técnicasrem [B-M] conseguimos pr~ 
var a seguinte versão mais forte do teorema acima: 
TEOREMA B: Seja f: Mn -> Rn+Z uma imersão isométrica de uma va 
riedade compacta, orientável com curvatura seccional não negativa. 
Suponhamos que exista p s Mn tal que para cada 2-plano o tangente 
em p, a curvatura seccional de o seja positiva. Então Mn é homeo 
morfa a sn. 
Se tirarmos a hipótese que todas as curvaturas seccionais em um 
ponto sejam positivas, o teorema B é claramente falso, pois a irner 
são canônica sk x Sn-k ---> JRn+Z obviamente verifica as outras hi 
póteses mas não a tese. Ainda em [B-M] consideramos ~arnbém este C! 
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so mais geral, chegando a "mostrar 11 que efetivamente os 11 produtos 
de esferas" são as Únicas possibilidades (além de Sn) .Infelizmente 
a nossa demonstração é incompleta, e o resultado correto deve ser 
enunciado da seguinte forma: 
TEOREMA C: Seja f: Mn --> IRn+2 uma imersão isométrica de uma va 
riedade compacta, orientãvel com curvatura não negativa.Suponhamos 
que Mn não seja homotopicamente equivalente a Sn. Então: 
(a) se Mn não é simplesmente conexa, ou M é difeomorfa a um produto 
(b) 
n-l 
onde M1 é homotopicamente equivalente a S , 
s
3 
como recobrimento finito; 
se Mn é simplesmente conexa e n é par então M k = M X l 
ou possui 
metricamente) e existem imersões isométricas t 1 : M1 --~ IRk+l, 
t
2
: M2 --> JRn-k+l de modo que f= f 1 x f 2 ; 
(c) se M é simplesmente conexa, n = 2k + 1 e M nao é produto de 
duas variedades como em (b),então a homologia real de M é iso 
- n morfa a de S e a homologia inteira apresenta torção somente 
na dimensão k. 
A este ponto estamos tentados a conjecturar que a Última po~ 
sibilidade (c) não pode acontecer. 
Em todo o caso, a menos dessa conjetura, o caso compacto e 
razoávelmente claro e e natural perguntarmos o que acontece, por 
exemplo no teorema C, se substituirmos a condição de compacidade 
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pela de completeza. Esta foi a pergunta que nos levou a este trab~ 
lho. A idéia que tivemos foi a de usar o teorema da alma de Cheeger 
e Gromoll (veja [Ch-G]l tentando reconduzir o caso completo ao ca 
so compacto. O teorema da alma nos garante, de fato, que uma varie 
dade completa com curvaturas seccionais não negativas Mn possui 
uma subvariedade compacta Am Ç Mn totalmente geodésica (e de fato, 
totalmente convexa) tal que Mn é difeomorfa ao espaço total do fi 
brado normal da inclusão Am~> Mn. Então, se tivermos uma imersão 
isométrica f: Hn --> IRn+2 podemos considerar a restrição 
f= fiAm: Am -> IRn+2 . Para esta imersão não podemos aplicar di 
retamente as conclusões do teorema C,pois a codimensão de Am em 
n+2 - . - b d m E e ma1or que dois. Porem o servamos que, seno A totalmente 
geodésica em Mn, o subespaço gerado pela segunda forma fundamental 
de f (o primeiro espaço normal de f) está contido no espaço normal 
de f, e é portanto no máximo 2-dimensional. Esta observação nos su 
gere generalizar os teoremas B e C substituindo a hipótese de co 
dimensão 2 pela hipótese de que o primeiro espaço normal tenha di 
mensao menor ou igual a 2. Dedicamos o Capítulo II inteiro para es 
te problema 1 sendo a parte mais comprida deste trabalho. (O capítu 
lo I é um capítulo sobre notações e pre requisitos). Os resultados 
obtidos podem ser enunciados da seguinte maneira: 
TEOREMA B1: Seja f: Mn -> JR n+p uma imersão isométrica de urna va 
riedade compacta com curvaturas seccionais não negativas. Suponh~ 
n 
mos que exista um ponto p E M tal que para cada 2-plano a tange~ 
te a M em p a curvatura seccional de a seja positiva. Então, se a 
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dimensão do primeiro espaço normal for no máximo dois Mn e homeo 
n 
morfa a 5 . 
TEOREMA C': Seja f: Mn -> lR n+p uma imersão isométrica de uma 
variedade compacta com curvatura não negativa tal que a dimensão 
do 19 espaço normal seja menor ou igual a 2. Suponhamos que Mn não 
seja homotopicamente equivalente a Sn. Então: 
(a) 
(b) 
n - - . - n 3 seM nao e Slmplesmente conexa entao,ou M possuiS como r e 
cobrirnento finito, ou M é difeomorfa a s 1 x M1 onde M1 é homo 
n-l 
topicarnente equivalente a s , ou, seM for não orientável, M 
é difeomorfa a uma "garrafa de Klein generalizada", isto é, ao 
espaço total do fibrado nao orientável sobre s 1 com fibra homo 
topicamente equivalente a n-l p' s · o"' IR. · 
' ' 
se M for simplesmente conexa e n e par então, ouM=M~x 
(isometricamente) com M. homotopicamente equivalentes a 
l 
n-k 
M2 
esfe 
ras, ou M é homotopicamente equivalente ao plano projetivo com 
plexo <J:p2; 
(c) se M for simplesmente conexa e n = 2k + k l, OU M = M1 X (i 
sometricamente) com M. homotopicamente equivalentes a esferas, 
l 
ou a homologia real de M é isomorfa à de Sn e a homologia in 
teira apresenta torção somente na dimensão k. 
OBSERVAÇÃO: Observamos que,comparativamente ao teorema c, o teorema 
C' inclui o caso não orientável. 
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No Capitulo III consideramos uma imersão isométrica 
f: Mn --> IRn+2 onde Mn é completa, conexa com curvaturas seccio 
nais não negativas. Uma aplicação imediata do teorema da alma e do 
teorema C' nos fornece então: 
TEOREMA C"; Nas hipóteses acima M é homotopicamente equivalente a 
uma variedade do tipo (a), (b) ou (c) do teorema C'. 
Na tentativa de refinamento do teorema C 11 consideramos uma alma 
m n - I n+2 A ~ M e a imersão isométrica f = f A: A--> IR . Em geral, co 
mo observamos anteriormente, f(A) não está necessariamente contida 
em um subespaço afim {m+2) -dimensional de IR n+ 2 pois, em geral o 
fibrado normal de M ao longo de A não é paralelo. Consideramos a 
seguinte definição: 
DEFINIÇÃO: Dizemos que f é reduttvel ao longo de A se para cada 
p E A, X t. 
a 2ê- forma 
TA, Y ~ T M com Y normal a A temos a(X,Y) = 01 onde a é p p 
fundamental de f. 
Se f é redutível ao longo de A é fácil ver {veja 3.2.1.) que f(A) 
está contida num subespaço afim (m+2) -dimensional paralelo 
TA p e (vMjA)p. Isso acarreta como consequência (veja 3.2.4.) 
a 
que 
M, como fibrado vetorial sobre A, é trivial. Como corolário temos 
então: 
TEOREMA C 111 Se f for redutível ao longo de A então M é difeomor 
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fa ao produto de uma variedade do tipo (a) , (b) ou (c) do teorema 
C' e de um espaço euclidiano. 
o caso similar ao do teorema B não pode ser tratado direta 
mente com estas idéias. De fato, a existência de um ponto p E: M 
tal que todas as curvaturas seccionais em p sejam positivas nao in 
fluencia diretamente o que acontece na alma (pois pode não ter al 
mas que passem pelo ponto). No entanto, usando um resultado de 
Walter (veja [W]), conseguimos provar o seguinte resultado: 
TEOREMA B": Seja Mn uma variedade completa de dimensão par com 
curvaturas seccionais nao negativas e positivas em pelo menos um 
ponto. Se Mn admite uma imersão isométrica f: Mn -> JR n+ 2 então M 
e simplesmente conexa, ou tem o tipo de homotopia de IR P 2 • 
Os resultados apresentados neste trabalho certamente não p~ 
dem ser considerados completos, e seguramente será possível obter 
ulteriores melhoramentos. O problema, por sua natureza, apresenta 
várias facetas e permite o uso de diversas técnicas diferentes.Nós 
temos usado as técnicas da teoria de Morse para funções altura, da 
teoria de Hodge para variedades com o operador de curvatura não ne 
gativo, de holonomia, etc, mas mesmo assim não conseguimos 
rar todos os aspectos. Por exemplo, aplicando o teorema da 
capt~ 
alma, 
nós temos usado essencialmente o fato da alma ser totalmente geod~ 
sica. Provavelmente, melhores resultados poderão ser obtidos usan 
do técnicas que capturem o fato bem mais forte que é a alma ser to 
talmente convexa. 
CAPÍTULO I 
IMERSÕES ISOM~TRICAS E CURVATURA TOTAL ABSOLUTA 
§ l. GENERALIDADES 
Seja f: Mn -+ JR n+p uma imersão isométrica de uma variedade 
riemanniana n-dimensional Mn no espaço euclidiano (n+p)-dimensi~ 
nal, p~l. Seja V a conexão riemanniana de Mn e Da de JRn+p. A de 
composição ortogonal 
induz projeções 
Indicando com *(M) e *(M)~ respectivamente as secções Coo de 
TM e vM temos, para X, Y E *(M) e ~ ~ *(M)~ as decomposições orto 
gonais associadas a PT e PL: 
[F.G.]: DXY ~ VXY + a(X,Y) 
l.l.l. 
[F.w.]: Dx' ~ -A X + vtz, s 
- 2 -
conhecidas como fÓrmulas de Gauss e Weingarten respectivamente. As 
fórmulas 1.1.1. fornecem os tensores 
a: TM 0 TM-+ vM, a(X,Y) 
l.l.2. 
A: VM ® TM + TM, A~X = 
a 
chamados respectivamente de 2- forma fundamental e de operador de 
Weingarten, relacionados pela identidade 
1.1.3. 
Também 1.1.1. define uma conexao em vM chamada conexão normal 
1.1.4. 
As conexoes V,V~, seus tensores de curvatura R, RL e os tensores 
a, A são relacionados pelas equações fundamentais, conhecidas como 
as equações de Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente : 
[E.G.]: (R(X,Y)Z,W > = (a(X,W),a(Y,Z)>- (a(X,Z) ,a(Y,W)) 
l. 4. 5. 
[E.C.]: (VXa) (Y,Z) = (Vya) (X,Z) 
[E. R.]: (Ri(X,Y)I;, n>= ( [AI;'An]X,Y) 
onde a derivada covariante da 2~ forma fundamental e definida 
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por: 
1.1.6. 
As equaçoes 1.1.5. governam toda a geometria da imersão f conforme 
o seguinte teorema fundamental das imersões isométricas: 
l. l. 7. TEOREMA: TI --~-> M um fibrado vetorial p-dimensi~ 
nal com métrica riemanniana <·> e uma conexao compatível 
com esta métrica. Se existe - diferenciável uma secçao 
a: M ---> Hom(TM ® TM,E) do fibrado Hom(TM ® TM,E) com 
ct(XrY) = a (Y, X) que satisfaz 1.1. 5. então existe uma imersão iso 
métrica local f: Mn > lR n+p tal que Ep ___ TI_> M seja iso 
- . 2a metrico ao fibrado normal vM e a seJa a - forma fundamental de f. 
Além disso, se M é simplesmente conexa f é globalmente definida. 
Indicaremos agora por v 1 M o fibrado normal unitário de f, 
isto é, V 1M= { (x,l;) <é vM: I li; li = ll. A aplicação normal de 
Gauss é definida por: 
;>: v 1M -> sn+p-l = {x E lRn+p, llxll = ll 
1.1.8. 
õ(x,l;) = i;. 
1.1.9. OBSERVAÇÃO: No caso p = 1 eM conexa, v 1 M não é nada mais 
que o recobrimento duplo de orientação de M. Assim,se M for 
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orientãvel, v 1 M ~ M x {-1,1}, e uma orientação em M é uma escolha 
de uma componente conexa M x {s} c v 1 M, s = ± 1. A aplicação nor 
mal de Gauss restrita a esta componente fornece a usual aplicação 
normal de Gauss ~ para hipersuperflcies orientadas. 
onde a(x) = (x, E:). 
so onde 
x. Com estas identificações temos: 
1o1o10o PROPOSIÇÃO: (dó) (x,O 
A função G: v 1 M --> lR definida por 
o 
. Além dis 
fibra de v 1 M sobre 
* 
6 o o lJ 
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1.1.11. G(x,O = det(d~) (x,l;) n = (-1) det Aç 
e chamada a cur-vatura de Lipschitz-Killing de f. 
§ 2. FUNÇÕES ALTURA 
No estudo das imersões uma classe de funções reais aparece 
naturalmente e tem um papel bastante importante: as funções altu 
ra. Seja f: Mn -+ R n+p urna imersão e seja E; E. Sn+p-l.Definimos 
função altura na direção E; como a função ht;: M + m 
1.2.1. hç(x) = (f(x) ,Ç) . 
hc; é portanto a composição de f com a projeção sobre o subespaço 
span{Ç} = {ÀE;} C. lRn+p módulo a identificação span{l;} ;;o m, t;"+-+1. 
NÓs usaremos as funções altura no estudo de propriedades to 
pológico- geométricas da imersão f via a teoria de Morse. De fa 
to, o objetivo da teoria de Morse e relacionar a estrutura do 
conjunto dos pontos cri ticos de uma função real f: M -+ lR com os 
invariantes topológicos de M. Por outro lado, como veremos adian 
te, no caso de funç_ões altura a estrutura do conjunto dos pontos 
críticos é relacionada com os invariantes locais da imersão. 
1. 2. 2. DEFINIÇÃO: Dada uma função diferenciável h: M -+ lR um 
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ponto X E. M -e crÍ-tico de h se (dh) = o • Se - . x E M e crl X 
ti co hessiana de h - forma a em X e a bilinear simétrica 
H = H• TXM X T M + IR definida por (h, x) X 
H(X,Y) = (X(Y(h))) (x) 
onde X e Y sao campos de vetores que estendem X e Y numa 
vizinhança de x. O ponto x é não degenerado se H (h, x) é nao 
singular e o {ndice de um ponto não degenerado -e o numero de 
autovalores negativos da forma linear associada 
+ 
1.2.3. OBSERVAÇÃO: ~ fácil ver que todos os conceitos acima sao 
bem definidos, isto é, independentes das escolhas envolvidas. 
1.2.4. OBSERVAÇÃO: O Índice de um ponto critico de h é o -numero 
de "direções independentes de máximo de h". Em particular, um mini 
mo relativo tem Índice O e um máximo relativo tem Índice n. 
1.2.5. DEFINIÇi\0: Uma função h: M -+ R é chamada uma função de 
Morse se todos os seus pontos críticos são não degenerados. 
O resultado principal da teoria de Morse pode ser enunciado 
da seguinte forma (veja [Mil-2]): 
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1.2.6. TEOREMA: Seja h: M -+ JR uma função de Morse, própria e 
limitada inferiormente. Então M é homotopicamente equivalente a 
um complexo celular C.W. com uma célula de dimensão j para cada 
ponto crítico de índice j de h. 
1.2.7. Seja h corno em 1.2.6. e denotemos por c. {h) o numero de po~ 
J 
tos crÍticos de Índice j de h. Seja F um corpo e b.~b.(M;F) 
J J 
o 
j-ésimo número de Betti de M com coeficientes em F, isto é, 
De 1. 2 • 6 • temos : 
(a) c. (h) > b. 
J - J 
n 
(-1)j 
n 
( -1) j (b) l: cj(h) ~ l: b. ~ X (M) 
j~O j~o J 
(característica de 
Euler-Poincaré de M) 
(c) cj_1 (h) ~ O ~ cj+l (h) ~> bj ~ cj (h). 
Sempre como consequência de 1.2.6. temos também (veja [Mil-2]): 
1.2.8. 
k 
l: 
j~o 
k 
l: 
j~O 
(-1)k-j b .• 
J 
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l. 2. 9. TEOREMA: S · Mn t h.·Mn --> = eJa compac a,conexa e ~ uma função 
de Morse cujos pontos críticos têm Índices O ou n.Se n > 2 então: 
(a) h tem somente dois pontos críticos 
(b) n • n M e homeomorfa a S . 
DEMONSTRAÇÃO: (a) segue diretamente de 1.2.7.(c) tornando F= Z2 e 
para (b) veja [Mil-2] pag. 25, 
Seja agora f: Mn --> IRn+p uma imersão isométrica e conside 
remos para um vetor ~E sn+p-l a função altura hç: Mn --> JR .Temos 
(veja [Rod]): 
l. 2 .lO. TEOREMA : 
(a) X E M -e ponto critico de h< <=> s " v M X 
(b) XoE M e ponto crítico de hs ~> H(hVx) (X,Y) ~ <a(X,Y) ,I;> 
(c) h< e de Morse <=> s é valor regular da aplicação normal de 
Gauss . : v 1M --> 6n+p-l. 
§ 3. CURVATURA TOTAL ABSOLUTA E O TEOREMA DE CHERN-LASHOF 
Em 1.1.11. temos introduzido a curvatura de Lipschitz -
- Killing G: v 1M --> JR. Vamos ver agora como ela se relaciona com 
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a estrutura dos conjuntos dos pontos criticas das funçÕes altura. 
1.3.1. DEFINIÇÃO: A curvatura total absoluta de uma 
n n+p n -f: M -> :rn. , M compacta, e definida por 
T (f) ~ cn+p-1 I ldet diPidv 1 
v 1M 
~ cn+p-1 I IG(x,l;) ldv 1 
v 1M 
imersão 
onde cn+p-l é o inverso do volume da esfera sn+p-l c :IR n+p, dv 1 , 
1 
dv 1 , dM são respectivamente os elementos de volume de v M,v 1 M eM. 
X X 
Seja D o conjunto dos valores regulares de <I>: v 1M -> Sn+p-l. 
Se ç E D, hç é uma função de Morse, indicaremos com ~(Ç) o nume 
ro de seus pontos críticos e com ~k(Ç) o número de pontos críti 
cos de índice k. 
1.3.2. PROPOSIÇÃO: Com as notações acima 
onde da 
T(f) ~ cn+p-l f ~(l;)da 
D 
n+p-1 é o elemento de volume de s • 
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DEMONSTRAÇÃO.: Veja [Rodj • 
1.3.3. OBSERVAÇÃO: Pelo teorema de Sard Sn+p-l - D tem medida nu 
la, e assim 
f da = f n+p-1 da 
D S 
-1 
( n+p-1 ~ c ) 
1.3.4. COROLÁRIO: 
n 
(a) T (f) > E bk(M;F) 
- k~O 
(b) T (f) > 2 
-
(c) se T (f) < 3 então Mn - homeomorfa sn. e a 
DEMONSTRAÇÃO: (a) segue integrando 1.2.7.(a). (b) é óbvia pois Me 
compacta e portanto V Ç E D~ h~ tem pelo menos dois pontos críti 
cos. (c) segue de 1. 2. 9. pois se -r (f) < 3 existe pelo menos um 
i; E: D tal que " (i;) ~ 2 . 
A proposição 1.3.2. sugere a introdução do conceito de k-ési 
n n+p 
ma curvatura total absoluta de uma imersão f: M -> JR : 
l. 3. 5. Tk (f) ~ cn+p-1 J "k ls I da 
D 
n 
T(f)~ LTk(f). 
k~o 
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Integrando 1.2.7. e 1.2.8. temos 
1.3.6. (a) 
(b) 
(c) 
Tk(f) > bk(M;F) 
k 
E 
j=O 
k . (-l) -] T. (f) > 
J 
n 
E 
1.;:=0 
X (M) 
b. (M;F). 
J 
A k-ésima curvatura total absoluta pode ser expressa de uma manei 
ra similar à curvatura total absoluta dada pela definição 1.3.1. 
Consideremos os conjuntos 
ponto regular de W}, isto é, W(A) =O 
ponto crítico de Índice k de hS}. 
t: claro que = A. 
1.3.7. PROPOSIÇÃO: Com Ak dados como acima 
= cn+p-l J kjdet A,jdv 1 • Tk (f) , 
A 
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DEMONSTRAÇÃO' Seja {UÀ}À<õ I uma coleção de abertos conexos de 
v 1M tal que u UÀ seja A a menos de um conjunto de medida ze Ã<l 
ro, e tal que •lu seja injetora para cada À "- I. Logo,se ~k(UÀ,E;) À 
denota o número de pontos x em M críticos de Índice k de hS tal 
que (x,S) é UÀ, é claro que ~k(UÀ,S) = 1 se e somente se exis 
te (x,E;) E. UÀ (\ Ak, isto é, E; E <!(UÀ (\ Ak). Temos 
= J iG(x,E;) ldv 1 = 
Ak (1 ()J UÀ) 
Por outro lado, corno UÀ = Ui\ n A = 
um conjunto de medida zero. 
n 
u 
j=O 
(Ui\ {) Aj), a menos 
"k(E;)dcr = ~ J "k(E;)do 
~(UÀ) 
J 
g; (uÀ n 
de 
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Como para cada se .; E. 
k 
se ç; E.. 4 (UÀ (\ A ) , segue 
I 
D 
Isto completa a demonstração. 
O seguinte teorema descreve as imersões isométricas cuja cur 
vatura total absoluta é a mínima possível. (veja [ch-L]). 
1.3.8. TEOREMA (CHERN-LASHOF): Seja Mn uma variedade compacta, 
n > 2 e f: Mn -> JR.n+p uma imersão tal que T(f) = 2.Então exi~ 
te um subespaço afim L C JR n+p de dimensão n + 1 tal que f (Mn) S L, 
f é um mergulho e f(Mn) é bordo de um corpo convexo em L. 
CAPÍTULO II 
SUBVARIEDADES COMPACTAS COM CURVATURA NÃO NEGATIVA 
E CODIMENSAO BAIXA 
§ l. O PRIMEIRO ESPAÇO NORMAL 
Dada urna imersão isométrica f: Mn --> JRn+p chamaremos de 
primeiro espaço normal de f o subespaço de vM gerado pela imagem 
a da 2- forma fundamental: 
2.1.1. N1 M = span {a(X,Y): X, Y é TM} = 
Se existir um subespaço afim Ln+k Ç En+p de dimensão n + k 
tal que f(M) c Ln+k então dim N1M ~ k. Em geral N1 M não é um subfi 
brado de vM pois nao tem necessariamente dimensão constante. Mes 
mo no caso em que N1 M e um subfibrado de vM, digamos de dimensão 
k, não é em geral possível achar um subespaço afim (n+k)-dimensi~ 
nal L n+k c: lR n+p tal que f (M) C Ln+k. Denotemos por r {N) o conju~ 
to das secções Cro de um fibrado N. Erbacher provou em [Er] o se 
guinte resultado: 
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2.1.2. TEOREMA: Seja N um subfibrado k-dimensional de vM tal que 
(a) N ~ N 1 M 
(b) V E; E: f(N) e \f X E. TM, 
Então existe um subespaço afim Ln+k tal que f(M) Ç Ln+k 
Muitos teoremas relativos a hipersuperfícies estendem facil 
mente ao caso no qual o primeiro espaço normal tem dimensão < l. 
Por exemplo, o teorema de Sacksteder para hipersuperfícies campa~ 
tas com curvatura não negativa, como veremos. 
2.1.3. LEMA: Seja f: Mn --> IRn+p uma imersão isométrica deva 
riedadecam curvatura de Ricci nao negativa e primeiro espaço nor 
mal de dimensão < l. Então Mn tem curvaturas seccionais não negat!_ 
v as. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja x eM. Se dim(N 1)x =O nada temos para demon~ 
trar, pois pela equação de Gauss K- O em x. Se dirn(N1)x = l 1 seja 
~um vetor unitário que gera (NI)x e AS o operador de Weingarten 
associado. Seja agora {x1 , ... ,Xn} uma base que diagonaliza A~ e 
Ài = (A~X1 ,x1 > o autovalor relativo a x1 . 
Pela equação de Gauss temos: 
= l: À<ÀJ. j;ii • = 
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~ suficiente mostrar que todos os À~s têm o mesmo sinal.Suponharnos 
À1 , ... ,À <O, À +1 , ... ,À >O. Se s =O nada a mostrar. Se s = 1, s s n -
Ricci (X1) = r À1À. >O implica À. =O, V j ~ 2 e o resultado j~2 J - J 
obtido. Suponhamos portanto s ~ 2. Se 
l: I À i I < E À. 
- J i<s j>s 
então temos 
Ricci (Xl) ~ E À1 I À i I + L Àl Àj ~ À ( L À. - L I À. I I 2<i<s j>s 1 j>s J 2<i<s l 
o que contradiz a hipótese. Logo temos: 
se um dos Àj for estritamente positivo, digamos Àn' terlarnos 
Ricci (X ) ~ 
n 
À À. 
n J 
~ À ( L 
n s<j<n 
À.-
J 
L 
i<s 
é 
< o 
ainda contradizendo a nossa hipótese. Portanto Àj = O, j > s e to 
dos os autovalores de A~ sao nao positivos. 
2.1.4. TEOREMA: Seja f: Mn ---> IRn+p uma imersão isométrica de 
uma variedade Mn, n ~ 2, conexa, compacta e curvatura de Ricci não 
negativa. Então as condiçÕes abaixo são equivalentes: 
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(a) o primeiro espaço normal tem dimensão< l; 
(b) os operadores de Weingarten sao semi-definidos 
(c) T(f) = 2 (e portanto por 1.3.8. f(Mn) está contida em um 
subespaço afim (n+l)-dimensional Ln+l e é bordo de um 
n+l 
corpo convexo de L ) . 
DEMONSTRAÇÃO: (a=> b): seja x E ~. Se dim(N,) ~O 
X 
nada temos 
a demonstrar. Suponhamos dim(N 1 ) = 1 e seja ~ um vetor unitário X 
que gera 
então 
com n E. 
Pelo lema 2.1.3. 
n <n,é>s+n 
Portanto 
é semi-definido.Se n € v M 
X 
e e também semi-definido. 
n+p-1 (b => c) Seja Ç E S um valor regular da aplicação normal de 
Gauss e h; a função altura relativa a~- Se x é um ponto critico 
de hS' então (x,~)~ v 1 M e o hessiano de h~ em x é a forma bilinear 
associada a Aç, e portanto é definido (positivo ou negativo) pela 
hipótese. Portanto h tem somente pontos críticos de Índice O ou 
n+p-1 
n e por 1.2.9. ~{~) = 2. Integrando sobre D ç S segue T(f)=2. 
(c => a) imediato. 
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§ 2. SUBVARIEDADES COMPACTAS COM CURVATURA NKO NEGATIVA E 
DIM(N1) < 2 
Neste parágrafo queremos generalizar alguns resultados que 
apareceram em [B-Ml.seja f:Mn --> ~n+p uma imersão isométrica de 
uma variedade conexa e compacta com curvaturas seccionais não neg~ 
tivas. Suponhamos dim N1 ~ 2 e seja x € M. Pela equação de Gauss, 
se X e Y são dois vetores tangentes em x, linearmente independe!! 
tes, temos 
K(X,Y) = 1 ( (a(X,X), a(Y,Y)) - lia (X,Y) 11'). 
li XAYII' 
Portanto, se K(X,Y) > O os vetores a(x,x) e a(Y,Y) formam um âng~ 
lo menor ou igual a TI/2. Sendo dim(N 1) < 2 é possível X -
um referencial ortonormal e , ... ,e em v M tal que l p X 
a(X,X) =a e1 + b e2 , a,b >O, 
escolher 
Os operadores A 
el 
sao então semi-definidos positivos. o lema 
a seguir nos permitirá estimar as curvaturas totais absolutas: 
2.2.1. LEMA (veja [ch ] ) : Sejam~· An/Z operadores simétricos 
semi-definidos positivos e A8 = cos e A0 + sen 6 An;z· Então 
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2 2 2 TEOREMA Se]·a f·. Mn -> lRn+p, 2 · - · ... · . . . : n ~ , urna ~rnersao lSOmetrl 
n 
ca de M conexa, compacta com curvaturas seccionais não negativas. 
Se dim (N 1 ) < 2 então temos: 
(a) T (f) + T (f) > 
o n 
n-l 
L Ti(f). 
i=l 
Além disso, se existir um ponto x E; M tal que K (X ,Y) >O, V X, Y E. T M 
X 
linearmente independentes, temos 
n-l 
(b) T0 (f) + 'n(f) > l: Ti(f). i=l 
DEMONSTRAÇÃO: seja A~~ {I;Ev 1M: 
X X tem 
res negativos}. Temos então (cf. pag 12): 
exatamente 
uma base ortonormal de 
autovalo 
tal que 
\1 X E: TxM' <a(X,X), ei> =O para i= 3, ... ,p e <a(x,x) ,ej > > o 
para j = 1,2. (cf. observações anteriores ao lema 2.2.1.). Conside 
remos: 
Temos então 
-Consideremos lj;:A ->B 
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e 
definida 
A' 
X 
por 
o ... u 
1J;(E aiei) 
i 
-
n-1 A 
X 
-C B 
= -a e 1 I + E a. i>l ~ e .. Cla ' -
ramente 1j; é uma isometria. Se I; E A e ai = <C ei> ternos 
Portanto temos 
ii) 
= f f o 
M A U 
X 
[det Ar[dv 1 
n , x 
A, 
dM ~f f_idet 
M A 
>f f _ [det Alj;(l;) [dv~ dM =f f_[det Al;[dv~ dM > 
M lj;(A) M B 
> f f 1 
M A U •.• U 
X 
A 
[det 
n-1 
X 
dM = 
A parte (a) do nosso teorema está provada. No caso em que 
> 
existe 
x EM tal que K(X,Y) >O, V X,Y ~ TxM linearmente independentes, 
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observamos que as inclusões (i) sao estritas e também existe 
~E. A 0 U An - Ã tal que Aõ é não singular. Portanto a primeira de 
X X > 
sigualdade de (ii) é estrita e podemos concluir 
2.2.3. COROLÂRIO: 
+ T > 
n 
n-l 
I: 'Ti • 
i=l 
· f Mn n+p 2 · -SeJa : -> JR , n ;: , uma lmersao isomé 
trica de Mn conexa, compacta com curvaturas seccionais nao negat~ 
vas. Suponhamos dim(N 1) ~ 2, F um corpo tal queM seja orientável 
sobre F e bi = bi{M;F) o i-ésimo número de Betti de M com coe 
ficientes em F. Então 
(a) 
n-l 
L 
k~l 
b -k 
n-2 
L 
k~2 
n-l 
L 
k~l 
Além disso,se existir um ponto xEM tal que K(X,Y)> O, V X,Y E. T M 
X 
linearmente independentes, então 
(b) 
n-l 
L 
k~l 
b -k 
n-2 
L 
k~2 
n-l 
E 
k~l 
DEMONSTRAÇÃO: De 1.3.6. Çc) temos b1 - b 0 ~ -r 1 - -r0 e portanto 
bl < 'l - T + b . Pela orientabilidade de M sobre F temos bo ~b o o n 
e bl ~ b n-1" Além disso temos T. J 
~ T n-j pois ~j (0 ~ ~.(-i;). n-J Lo 
go b < T - T + b . Temos então n-l - n-l n n 
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Tk < (r1 -T )+ b + (T 1-r ) + bn + · o o n- n 
onde a Última desigualdade segue de 2.2.2. (a). Isso prova a parte 
(a) e a parte (b) segue usando 2.2.2. (b) na Última desigualdade. 
2.2.4. COROLARIO: Seja f: Mn -> IRn+p, n .::_ 2, uma imersão isomé 
n trica de M conexa, compacta com curvaturas seccionais nao negat~ 
vas e dim(Nl) ~ 2. Se Mn for nao orientável então,ou n = 2 e Mn é 
homeomorfa a IRP 2 ou V xe M existem 
pendentes de modo que K(X,Y) = O. 
X, Y €. T M 
X 
linearmente inde 
DEMONSTRAÇÃO: Podemos aplicar 2.2.3. (b) com F= Z2 • 
Observamos que a nao orientabilidade de M implica b 1 (M;Z2) > 1 e 
por outro lado todas as variedades são orientáveis sobre Z2. 
Consideramos agora o operador de curvatura p: A2M -> A2 M da 
do por 
2.2.5. 
p é um operador simétrico e aplicando um resultado de Weinstein(v~ 
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ja [we]l é imediato verificar que se dim(N 1 ) S 2 a positividade de 
p é equivalente à positividade das curvaturas seccionais. Podemos 
aplicar o teorema de Gallot-Meyer {veja [G-M]) para concluirmos o 
seguinte: 
S · f Mn lR n+p · - · .. · 2 2.2.6. TEOREMA: e]a : -> uma lmersao lsornetrlca,n ~ , 
de Mn compacta, simplesmente conexa~ com curvatura não negativa e 
dim(Nd :5. 2. - n Entao M é produto riemanniano de 
dos seguintes tipos: 
* 
n. 
* 
n. n. 
n. 
subvariedades M 1 
(GM l) H (M l; lR ) 
-
H (S l ; lR ) e H (M l) 
-
SO(ni) 
* 
n. 
* p niJi; :ffi.) n. (GM 2) H (M l ;JR H (<I: H(M l) 
-
e ~ 
n. 
(GM 3) M 1 e espaço simétrico do tipo compacto 
n. 
onde H (M 1 ) 
n. 
denota o grupo de holonomia de M 1 
U(ni/2) 
Além disso,se exis 
tir um ponto x € M tal que K(X,Y) > O para V X, Y ~ TxM linearmen 
te independentes então M é do tipo (GM 1). 
§ 3. O GRUPO FUNDAMENTAL 
Neste parágrafo continuaremos o estudo das propriedades top~ 
lÓgicas das variedades compactas,conexas e orientáveis imersas em 
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espaço euclidiano com dim(N1 ) < 2 e curvaturas seccionais nao ne 
gativas. 
2. 3 .1. TEOREMA: Seja f: Mn -> JR n+p uma imersão isométrica nas 
hipóteses acima. Então ~1(M) é grupo cíclico. Além disso: 
(a) se n > 2 e existir um ponto xEM tal que K(X,Y)> O, V X,YE: T M 
X 
linearmente independentes então n 1 M = O. 
(b) se n > 3 e n 1 (M) f:. O então TI 1 (M) _ z. 
DEMONSTRAÇÃO: 
AFIRMAÇÃO 1: Se, para algum corpo F, b 1 (M,F) f:. O então n 1 (M) é 
clico. Se n i 3 então n1(M) = Z. 
• c> 
De fato,de 1.3.6. (c) ternos t 1-t >b1-b ~ O,e t 1-t > b 1-b > O o- o n- n n- n 
por dualidade. Por outro lado, por 2.2.2. (a) temos 
Portanto 
n-2 
TO + Tn ~ Tl + Tn-1 + L 
i=2 
T • • 
' 
e t 1 =O, 2<i < n-2. 
Também temos para~~ D ~ Sn+p-l as desigualdades ~ 1 (~)-~0 (Ç) >O 
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e ~n-l (~)-~n(~) ~ O.Portanto T0-T 1 =O implica fc~ 1 (~)-~ 0 (~))do O 
D 
e logo ~ 1 (~) = ~0 (Ç) para quase todos S t D. Analogamente 
~o (Ç} ~1 (Ç) = ~n-1 (I;) ~n (Ç) e 2<i<n-2 
para quase todos E;. E D. 
Usando os teoremas de cancelamento {veja [Mil-1] ,theorem 8.1.} PQ 
demos modificar uma função hç, com E;. como acima, perto de seus po~ 
tos cri ticos de maneira a obter uma função de Morse rp: Mn -:> lR com 
somente quatro pontos críticos de índices respectivamente O,l,n-l,n. 
Pelo teorema 1.2.6. Mn tem o tipo de homotopia de um complexo cel~ 
lar M* cujo esqueleto l-dimensional é um circulo. A inclusão do es 
queleto l-dimensional i: s1 --> M* induz, pelo teorema da aproxi 
maçao celular, um epimorfismo i.ll:: n 1 (S 1 ) ; z -> 1T1 (M*). Portanto 
7T 1 (~ ~ Z/ker i* é cÍclico, o que prova a primeira parte da afir 
* mação. Agora, se n > 3 o esqueleto 2-dimensional de M' 
com o esqueleto l-dimensional pois M* não contém células 
coincide 
2-dimen 
sionais {c 2 {~)=0) .Portanto, ainda pelo teorema de aproximação celu 
lar, i# é um isomorfismo o que prova a segunda parte da afirma 
çao. 
Agora, por um teorema de Cheeger-Gromoll (cf. [ch-G] Theorem 9.3.), 
se M é completa com curvaturas seccionais nao negativas então 
* TI = TI1 (M) contém um subgrupo normal finito ~ tal que TI = n/~ con 
UtqlCA.M,. 
~~~~~o~•u· :u~n., 
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têm um subgrupo normal abeliano livre rr ~ z x .•• x z 
zes) de Índice finito. 
AFIRMAÇÃO 2: r= O ou 1. 
Consideramos o seguinte 
• 
diagrama comutativo com linhas e 
exatas (~ = ~ ;rr) : 
o o 
• • 
o + • T + 
r r + o 
+ + .i 
p 
• o • + ~ o 
+ +q 
'/! ~ 
+ + 
o o 
(r - ve 
colunas 
onde T = ker(q o p) = p-1 (i(fr)). Consideremos o recobrimento rie 
manniano t: M(Tj + M tal que ~,(M[T]) ; T. Então compacta 
pois T tem Índice finito em n,e claramente é orientável. Além dis 
so 4> :::> [T,T] pois T/rp ;,;,; rr é abeliano. Temos então: 
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Consideremos agora a imersão isométrica f o t: M[T] ---> IRn+p. Es 
ta imersão, de acordo com as considerações 
póteses do corolário 2.2.3. e portanto 2 > 
b 1 (M[T];IR)~ r o que implica r~ O ou 1. 
AFIRMAÇÃO 3: Se r 
acima, está nas 
n-1 
i;;l bi (M[Tj;F). 
h i 
Mas 
Primeiramente observamos que H1 {M[T];Z) contém um grupo cíclico 1~ 
vre abeliano r 1 : Z. Pela afirmação l, n 1 (M[T]) ~ T e cíclico 
(pois bl(M[T];IR) ~ l). Por outro lado, T ~ T/[T,Tj ~ H1 (M[T];Z) 
contém um grupo livre abeliano e nao pode ser finito. Portanto,se~ 
do T infinito cíclico abeliano, T • Z. 
Seja agora ~E: D S: sn+p-l e consideremos h.;: M ---> IR 
M [ T J --> JR as funções altura na direção S relativas a M 
respectivamente., Claramente h~ = h~ o t e logo y é ponto 
de índice k de h.; se e somente se t(y) é crítico de índice 
e 
e 
cri 
k 
de h;. Usando o argumento da afirmação 1, h~ tem o mesmo número de 
pontos críticos de Índices O,l, n-l, n e nao tem pontos críticos 
de Índices i, 22i2n-2. Portanto, pela observação acima, o mesmo 
ocorre para h~. Assim segue ainda do argumento da afirmação 1 que 
~1 (M) é cíclico. Por outro lado 
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portanto TI 1 (M) "" Z. 
AFIRMAÇÃO 4: Se r = O então 1T1 (M) = O quando n > 3 e 1T1 (M) 
é cíclico finito quando n = 3 (eventualmente nulo). 
Neste caso T ~~é finito. Suponha TI 1 (M) ~ {0}. Existe então um nu 
mero primo p > 1 e um elemento a E 7T 1 (M) de período p.Seja [a]ã ZP 
o subespaço cíclico gerado por a,e t: M[a] --> M 
riemanniano tal que 1T1 (M[a]) = [a]. Claramente 
o recobrimento 
satisfaz as 
mesmas hipóteses de M. Temos portanto b 1 (M[a];Zp) = 1 e o argume~ 
to da afirmação 1 aplicado à . - t lmersao M[a] ---> M __!___> :m n+p impl!_ 
ca que para quase todos !;, a função altura h~: M[a] --> E tem o 
mesmo número de pontos críticos de !ndices O,l,n-l,n e nenhum de 
Índices i, 2<i<n-2. Agora, o argumento da afirmação 3 implica que 
para quase todos S, h!;: M --> lR tem também a mesma propriedade. I:! 
so nos permite concluir que ~t (M) seja cíclico pelo argumento da 
afirmação 1. Como r= O temos ~ 1 (M) finito e portanto n1 (M) e cí 
clico finito se nao for nulo. Suponha agora n > 3. Se ~~(M) ~{O} 
então b 1 (M;Zp) > l para algum primo p, e pela afirmação 1 segue 
que ~l (M) ~ Z o que contradiz a finitude de Tit(M). Portanto, se 
n > 3, 'IT 1 (M) = O. 
AFIRMAÇÃO 5: Se existir X€. M tal que K(X,Y) > O, V X, Y E. T M li 
X 
nearmente independentes então 'IT 1 (M) =O (n>2). 
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De fato, temos visto que se 1T1 (M} f. {O} então 1Tl (M} é cíclico. Em 
particular, existe um primo p tal que 
Sendo n > 2 temos n-1 I 1 e portanto 
tradiz 2.2.3. (b). 
n-1 
[ b. (M; z I > 2 
i=l l p -
o que con 
2.3.2. COROLÁRIO: seja Mn nas hipóteses do teorema 2.3.1. Temos: 
(a) se 1T 1 (Mn) ~ z então M é difeomorfa a Mn-l x s 1 
uma esfera de homotopia. 
n-1 
onde M e 
(b I se existir x E: Mn tal que K(X,Y) > O, v X, Y E. T M 
X 
linearmen 
te independentes então Mn é homeomorfa a sn. 
DEMONSTRAÇÃO: (a) O fato que M é difeomorfa a Mn-l x s 1 segue d~ 
retamente do teorema 9. 2. de [ch-G]. n-1 O fato que M e uma esfe 
ra de homotopia segue do n-1 fato que M é simplesmente conexa (ai!:!_ 
n-1 
4 b. (M) < 2. 
. 1 J. -l.= 
da pelo mesmo teorema) e 
(b) Pelo teorema 2. 2.6. a característica de Euler -· Poincaré de 
M e par.Portanto 
n-1 
por 2.2.3.(b) ,para qualquer corpo F, L: bi(M;F) 
1=1 
o o 
(M Z) H (sn z) Como M e"' simplesmente conexa pelo o que implica H* i =: * ; · 
2 3 1 (a) O t eorema de Hurewicz garante que o teorema . • • , homomorfis 
mo de Hurewicz ~n: 1T (M) -> H (M) , definido por cp n ( [a J) = C1. * (in) 
n n 
• d d H (Sn Z) e- um J.·somorfismo.Então,obviamente onde i e um gera or e n , , 
n 
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a: sn --> Mn, [a] = 1 € TI (Mnl induz isomorfismo na homologia in 
n 
teira e portanto, pelo teorema de Whitehead (usando a conexão sim 
ples de M), a é uma equivalência de homotopia. Se n ~ 4, pela con 
jetura generalizada de Poincaré, Mn é homeomorfa n a s . 
n+p-1 Seja então n = 3. Se Ç ~ D ~ S é um valor regular da 
aplicação normal de Gauss1 temos por 1.2.8. ~o- ~l ~ b 0 -b1 = l.Por 
outro lado, se tivéssemos ~o - ~l S O para qualquer ~ € D, teria 
mos T0 - T1 SOe logo T3 - T2 ~O, o que contradiz 2.2.2.(b). E 
xiste portanto~~ D tal que "o(~) - " 1 (~) ~ 1. Logo " 2 (~)-" 3 (') ~ 
= x{M)-(~0 {~)-~ 1 (S)) = -1. Usando o teorema de cancelamento ([Mil-
-1], theorem 8.1.) para h~ construímos uma função g: M -->IR com 
apenas dois pontos criticas o que nos garante que M3 é homeomorfa 
3 a s . 
§ 4.SUBVARIEDADES NÃO ORIENTÂVEIS 
Seja Mn, n ~ 3, uma variedade riemanniana conexa, compacta 
com curvaturas seccionais não negativas e f: Mn --> IRn+p uma imer 
sao isométrica com dim(N1 ) ~ 2 em todos os pontos. Suponhamos Mn 
não orientável e consideremos o primeiro grupo de homologia intei 
ra~~ 
s 
$ z B ... B 
soma de um grupo livre de posto s e de um subgrupo de torção. Usan 
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do o teorema de coeficientes universais temos 
pois H0 (M;Z} e livre de torção. Além disso 
o 
pois M é não orientável e portanto a primeira classe de Stiefel -
- Whitney 1 w1 (M)E H (M;Z 2 ) é não nula. 
2.4.1. LEMA: Se n > 3 então H1 (M;Z) nao tem 2-torção. 
DEMONSTRAÇÃO: Lembramos que a torção de 
ção de H2 (M;Z). Portanto, se H1 (M;Z) tem 
H1 (M;Z) é isomorfa à tor 
- 2 -2-torçao,H {M;Z) tambem 
tem. Neste caso, pelo teorema dos coeficientes universais 
2 • ) H (M, z2 O. Se n > 3 en 
tão 2 ~ n-1 e portanto 
o que contradiz 2.2.3. (Obviamente todas as variedades sao orientá 
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2.4.2. COROlÁRIO: s = posto[H1 (M;Z)) f O, n > 3. 
DEMONSTRAÇÃO: De fato, H1 (M;Z) nao tem 2-torção e portanto 
Vamos considerar o recobrimento duplo de orientação de M, 
8: M --> M com a métrica de recobrimento. Pelo corolário anterior 
segue que n1 (M) ~O e portanto n1 CM) • Z pelo teorema 2.3.1. A 
aplicação 6\f: n1 (i•Í) --> n1 (M) é injetora e eil= (n1 (M.)) tem índice 2 
em n1 CM) (em particular, é normal em n 1 (M)). Existe portanto uma 
sequência exata: 
2.4.3. PROPOSIÇÃO: n 1 (M) _ Z e e.,: n 1 (M) --> n 1 (M) -e multipli:_ 
cação por ± 2. 
DEMONSTRAÇÃO: 
AFIRMAÇÃO 1: Seja G um grupo que admite um subgrupo cíclico infi 
nito de Índice 2. Então G é isomorfo a Z ou ao produto semi-dire 
to z ~><cp z 2 onde cp: z 2 --> Aut(Z) ~ z 2 é um homomorfismo. 
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A demonstração da afirmação acima pode ser feita através do 
cálculo dos de cohomologia 2 classificam grupos H (Z 2 ;z) que as ex 
tensões de z por z2. De fato, 
2 H (Z 2 ;Z) ~ z2 ou 
2 H (z 2 ;Z) ~ {O} de 
pendendo se a ação de z 2 sobre Z é trivial ou não. Podemos também 
usar um argumento direto como vamos fazer agora. 
Se G for abeliano, um simples argumento usando o teorema de 
estrutura (claramente G é finitamente gerado) mostra que G : Z ou 
G ~ Z X z2 . Se G não for abeliano, G é gerado por dois elementos 
a, b tais que a gera um grupo ciclico infinito (o subgrupo isomor 
fo a Z) e b tem imagem não nula em z 2 . Segue então 
s,t E Z tais que 
i) 
De ii} temos 
e portanto 
s 
~ a i i) b a b -l 
que existem 
= 
0 que implica t = ± LComo G e não abeliano temos t = -1. Também 
s 
a 
st 
a 
-s 
a 
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e portanto s = O. 
A esta altura fica claro que G é isomorfa ao grupo diedral 
generalizado Z k~ z2 onde ~ 1 : z2 --> Aut(Z) ~ z 2 é a identidade. l 
AFIRMAÇÃO 2 : O subgrupo dos comutadores de G = z fX Z 
<Pl 2 
De fato,a estrutura de grupo em Z é, por definição, 
(m,a). (n,b) ~ (m + <1> 1 (a) (n) ,a + b) 
e $1 (a) (n) ~ n se a~ O, $1 (a) (n) ~ -n se a~ l(Z 2 ~ {0,1}). 
Logo temos 
-l (m,O) = {-m,O) e (m,l)-l ~ (m,l) 
e portanto o subgrupo dos comutadores e gerado por 
[Cm,O), (n,OJ] -l -l (o 'o) ~ (m,O). (n,O). {m,O) • (n,O) ~ 
[Cm,O), (n,l)] ~ (2mt0) 
[Cm,l), (n,O)] ~ (-2n,O) 
[Cm,l), (n,ll] ~ (2(m-n),O). 
-e 
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Portanto temos [G,G] = { (_2m 1 0l: mE, Z}. Para a segunda parte da 
afirmação observamos que G/[G,G] . e um grupo abeliano de ordem 4 
e as classes laterais de (1,0) e (0,1) têm período 2 em G/[G,G] e 
portanto G/[G,G] ~ z2 X z2. 
CONCLUSÃO: A esta altura basta observar que se 1T 1 (H) i Z então 
H1 {M~Z) teria 2-torção o que contradiz o lema 2.4.1. 
2.4.4. TEOREMA: Seja Mn uma variedade riernanniana conexa,compacta 
com curvaturas seccionais não negativas e f: Mn --> llin+p uma imer 
sa.o isométrica com dim(N1 ) < 2 
- n em todos os pontos. Entao1 se M 
. 
e 
não orientável e n > 4 Mn e uma garrafa de Klein generalizada (i~ 
to é, o fibrado não orientável sobre s 1 com fibra homotopicamente 
equivalente a Sn-l). Além disso a métrica é localmente produto. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja M o recobrimento duplo de orientação de M com 
-
a métrica de recobrimento e 6: M -->Ma projeção de recobrimento. 
- n+p Então f o 8: M --> IR é uma imersão isométrica nas hipóteses do 
corolário 2.3.2. {a) e portanto Me difeomorfa a s 1 x M' onde M' 
é uma esfera de homotopia. Aliás, a métrica é localmente um prod~ 
to o que já prova a Última afirmação. 
AFIRMAÇÃO 1: M é uma fibração sobre s 1 com fibra conexa. 
De fato,consideramos em s1 x M1 um campo X de norma unitária,Dmg~ 
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l te em cada ponto ao ~ator S . Sendo a métrica localmente um produ 
to X é campo paralelo, -e se Y é outro campo paralelo em -M temos 
- - l -
Y = c X, pois H (M; JR) .=. IR é gerado pela forma (paralela) dual de 
- - -X. Seja t: M --> Ma transformação de recobrimento não trivial e 
definimos um campo X em M como a média das projeções de X, isto é, 
se 8(x) = p definimos 
l 
= 2 { (d8) X X X + (d8) T (x) 
Claramente Xp -e um campo bem definido e paralelo. Sendo X paral~ 
lo, ou xp - o ou X 
" 
o ' Vp<;;: M. Suponhamos X ~ o ' v p E M. Nes p p 
-te caso o campo X projeta-se em um campo de linhas em M, pois 
(d8) X ~ 
-(d8)T(x) X 
" 
o . As curvas integrais de um tal 
X X T(x) 
campo de linhas são projeções das curvas integrais de X. Mais pr~ 
cisamente, seja e-1 (p) = {x,T{x)} e considere y e a curvas in te 
grais de X com pontos iniciais x,T(x) respectivamente. Se y t a 
temos que e o y e e o a representam a mesma curva fechada em M 
com orientaçÕes opostas. Mas então temos [8 o y] + [8 o o] = O em 
n1 (M), com [y] + [a] ~O em TI 1 (M) (de fato, a e y representam o 
mesmo gerador de n 1 (M)). Por outro lado, se y o,como e é um reco 
brimento duplo projetando y sobre e(y),temos que cada ponto da im~ 
gero 8(y) é recoberto duas vezes com orientações opostas. Portanto 
ainda temos e# [ y J = O com [ y] f. O. Em ambos os casos as conclusões 
contradizem a injetividade de e~. 
Portanto X é um campo paralelo nao nulo em M e o pull - back 
* * * 1 (e X ) define um campo paralelo em S x M1 que coincide porta~ 
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to com X a menos de um múltiplo. A distribuição XL é integrável 
porque X e paralelo, e as folhas da distribuição são as 
-1 l por 8 das folhas da distribuição X em S x M1 , sendo 
conexas e compactas. Agora podemos aplicar um resultado de 
imagens 
portanto 
Bour-
guignon - Mazet (cf.[Bo-Ma]) que garante a existência de uma fibra 
ção riernanniana M --> s 1 possuindo como fibras as variedades inte 
grais de xl. 
AFIRMAÇÃO 3: As fibras da fibração M --> s 1 sao esferas de homoto 
pia. 
Seja F a fibra da fibração acima. Temos n0 (F) = O 
xa. Consideremos a sequência exata de homotopia 
n. (F) 
J 
i,. 
---> n. (M)-+ 
J 
l 
rrj{S )-+ ••• + 
Se j = 1 segue que n1 (F} =O. 
-pois F e 
Se j > 1, como nj (Sl) = O segue que i~ -e um isomorfismo e 
cone 
portag 
to ~ Tf • (M I ) J o que conclui a demonstração. 
§ 5. SUBVARIEDADES SIMPLESMENTE CONEXAS 
No § 3. estudamos um caso de imersão de variedade simplesme~ 
te conexa, mais precisamente quando existe um ponto x em que as 
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curvaturas seccionais sao estritamente positivas. Neste parágrafo 
vamos considerar o caso geral K ~ O, generalizando alguns resulta 
dos de [B-M] • 
Primeiramente vamos fazer uma análise da álgebra de holono 
mia de Mn e veremos que o teorema de Bishop {cf [Bi]) se general~ 
za no caso que vamos considerar. 
Seja f: Mn --> mn+p, n ~ 3,uma imersão isométrica de uma va 
riedade riemanniana conexa. Se x~M e {e 1 ,e2 , ... ,ep} é um referen 
cial ortonormal do espaço normal VxM denotemos por Ai' i= l, .•. ,p 
os operadores de Weingarten relativos a ei, i= l, ••• ,p. A equaçao 
de Gauss {cf. 1.1.5.) permite expressar o operador de curvatura em 
x {cf. 2.2.5.) como: 
2.5.1. 
p 
~ Ai X A AiY. 
i=l 
2.5.2. DEFINIÇÃO: O espaço de auPVatura relativa de f em x e o 
subespaço de T M 
X 
onde Vi, i = l, ... ,p, I (A.) ã (ker(A.))~, isto e, 
m ' ' 
o subespaço 
rado pelos autovetores de autovalores não nulos de Ai. 
g~ 
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De 2.5.1. segue imediatamente que 
2.5.3. 2 M) c A k (x) . 
Lembramos uma álgebra isomorfa à álgebra ortogonal 
das transformações lineares anti-simétricas de T M através da iden 
X 
tificação de uma 2-forma X A Y com a transformação 
(X 1\ Y) Z (X,Z) Y- (Y,Z)> X. 
Além disso, A2M tem uma estrutura de álgebra de Lie natural induzi 
X 
da pelo produto interno de T M: 
X 
[X A Y, Z 1\ W) ~ (X, Z) Y ;, W + ( Y ,W) X A Z 
- '(X,W)YAZ-<Y,Z) X/\W. 
2.5.4. DEFINIÇÃO: Dada uma variedade riemanniana Mo grupo de holo 
nomia em x é o grupo de Lie constituído de transportes paralelos 
de T M ao longo dos laços com ponto base x. A sua álgebra de Lie, 
X 
denotada por h , é a álgebra de holonomia em x. Se 
X 
hx::. hy, Vx, yE,M. 
M 
Pelo teorema de Ambrose-Singer, h é gerada pelos 
X 
e conexa 
transpo~ 
tes paralelos de todos os operadores de curvatura de M para o po~ 
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to x. Em particular, se rx é a álgebra gerada por px(mais precis~ 
mente, pela imagem de px) temos rx como uma subálgebra de e 
2.5.3. implica obviamente que 2 "x C A k(x). 
2.5.5. TEOREMA: Seja f: Mn --> ~n+p uma imersão isométrica de 
uma variedade riemanniana conexa, compacta tal que dim(N1 ) < 2. En 
tão, se n # 41 a álgebra de holonomia hx num ponto x e uma das se 
guintes: 
(a) O (n) 
(b) h 
X 
O (k) x O (n-k) , k ,;. O. 
Se n = 4, a álgebra unitária U{2) de uma estrutura complexa sobre 
T M é também uma possibilidade. 
X 
DEMONSTRAÇÃO: Como M é compacta existe um ponto x EM 
a(X,X) #O, V X~ T M, X# O. Basta tornar x tal que a 
X 
tal que 
distância 
de f(x) a uma origem fixada de lRn+p seja a máxima possível.Nesse 
ponto k(x) é obviamente TxM e portanto r C A2M. Se X- X 
tomemos um vetor unitário v que gera (Nl)x e temos Av definido, o 
que implica px sobrejetor e portanto rx é todo A~M. 
Suponhamos dim (N1 ) x = 2. Existe um vetor v E (N 1 ) x tal que x 
seja ponto crítico de Índice O ou n da função altura h . Considere 
v 
mos então um referencial ortonormal {e 1 , ... ,ep} de v M tal que X 
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e1 ~v/ I lvl I e span{e1 ,e 2 l ~ (Nl)x. Por outro lado, uma transfor 
mação ortogonal de vxM que fixa ej, J > 1 e leva e 1 para- e 1 to~ 
na x um ponto critico de índice n ou O conforme A seja po 
el -
sitivo ou negativo definido. Então podemos escolher um referencial 
ortonormal de VxM, denotado novamente por {e1 , ... ,ep}, de modo que 
se ortonormal de T M 
X 
de autovetores 
De fato, temos que V xi' i > k, 
e portanto 
de A ~ l 
ba 
tal que 
Denotando I (A.) por V. podemos escrever k(x) = T M = v 1+v2 . m l 1 x 
Pela afirmação 1 podem ocorrer V l ('\ V 2 -:1 O ou V l rl V 2 = O. 
caso k(x) ~ v1 @ v 21. 
(nesse 
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AFIRMAÇÃO. 2: Se V l (\ V 2 f O então r.x e se o ' 
dim vl, v2 f 2 então rx =vi + Se n = 4 então existe a possibi 
lidade r = U (2 I . 
X 
A demonstração é a mesma do [Bi] theorem l(a•). 
CONCLUSÃO: 
ção 2 pode 
A esta altura temos que h contém r 
X X 
2 2 2 
ser ou AxM' ou v 1 + v 2 com TxM =v 1 
que pela afirma 
o 
lema 5 de [Bi] mostra que nesse caso vi + v2 2 é uma subálgebra ma 
ximal de 
2.5.6. TEOREMA: Seja f: Mn -> IRn+p, n ~ 3, uma imersão isométri 
ca de uma variedade compacta, simplesmente conexa com curvaturas 
seccionais não negativas tal que dim(N1 ) < 2 e a álgebra de holono 
mia global é da forma SO(k) x SO(n-k), k 
riemanniano de esferas de homotopia M~ 
~O. Então Mn é 
n-k 
X M2 o 
produto 
DEMONSTRAÇÃO: Decorre do teorema de deRham que Mn é isométrica a 
um produto riemanniano n-k x M2 de variedades compactas, simple~ 
mente conexas de curvaturas seccionais não negativas. Pelo corolá 
n-1 
L b. (M; F) < 2 j=l J -rio 2.2.3. (a) temos que para qualquer corpo F, 
pois M é orientãvel. Portanto a fórmula de KÜnneth 
Vj, j 
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implica que bi(M1 ;F) = o para i i O,k e analogamente bi (M2 ;F) = o 
para i i o ' n-k, para qualquer corpo F. Portanto Mi, i = 1,2 sao 
além disso * esferas de homologia real, e H (Mi ; Z) i = 1,2 na o pode 
apresentar torção. O resultado segue então do teorema de Whitehead . 
. .n n+p 2.5.7. TEOREMA: Seja f: M -> m , n .:::_ 4, n par .. uma imersão 
isométrica de urna variedade Mn compacta, simplesmente conexa com 
curvaturas seccionais não negativas, tal que dim{N1 ) < 2 e a álg~ 
- n -brade holonomia global é da forma SO(n). Entao M e uma esfera de 
homotopia. 
DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema 2.2.6. Mn é uma esfera de cohomologia 
real. Basta observar agora que a homologia inteira nao apresenta 
torção. De fato, se para O <j <n e para algum número primo q, H. (Mn; Z) 
J 
apresentar q-torção teremos Hj{M;Zq) ~O e portanto Hn-j{Mn;Zq)~O. 
Se j n - - j+l ~ = 2 entao o subgrupo de torçao de H (M;Z) contem q-torção. 
Logo Hj-l {M;Zq) ~O e portanto Hj+l (M;Zq) ~O também. Mas isto con 
tradiz a desigualdade 2.2.3. (a), com uma observação de que j > 1 
por M ser simplesmente conexa. Analogamente, se j < ~ teremos 
H. (M;Z ) f O e H . (M;Z ) i O com n-j i j. Então Hj+1 (M;Zq) i O e J q n-J q 
logo H . 1 (M;Z ) ~O o que contradiz novamente n-J- q a desigualdade 
2.2.3. (a). 
2.5.8. OBSERVAÇÃO: Quando n = 2k + l e a holonomia é SO(n) o arg~ 
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menta do teorema 2.5.7. nao se aplica, pois pode acontecer um caso 
em que ~(M;Z} i O apresenta_ torção sem contradizer 2.2.3.(a). Um 
exemplo de variedade que é uma esfera de cohomologia real com halo 
nomia SO(n~ena condição citada foi sugerido pelo Professor A.Rigas. 
2.5.9. EXEMPLO: Consideremos a variedade de Stiefel V n+Z, 
2 
de dimensão 2n + 1, n ~ 2. Por ser um grupo de Lie 
SO(n+2) possui urna métrica bi-invariante de curvatura nao 
~ SO (n+2) 
so (n) 
compacto, 
negat~ 
va, e como SO(n) atua naturalmente sobre SO(n+2) por isometrias, 
Vn+Z,Z' com a métrica quociente, é uma variedade riemanniana com 
curvatura não negativa. 
Lembramos que SO(n) se inclui em SO(n+2) identificando uma 
matriz A~ SO(n) com a matriz 
l o o o 
o l o o 
o o em SO(n+2) • 
A 
o o 
Então a açao à direita de SO(n) sobre SO(n+2) é interpretada como 
multiplicação de matrizes XA = X.A1 • Esta ação é livre e fixa as 
-duas primeiras colunas de X. Logo, um elemento X de Vn+ 2 , 2 possui 
2n+4 coordenadas reais dadas pelas duas primeiras colunas de uma 
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matriz representante X. Além disso, como as colunas de X são veto 
res unitários e ortogonais de ~n+2 , Vn+Z,Z é o espaço total do 
fibrado tangente unitário da esfera Sn+l. Portanto a projeção de 
X E Vn+Z,Z sobre as duas primeiras colunas de X fornece uma imer 
sao de Vn+Z,Z em m 2n+ 3 , com codimensão 2. ~um fato conhecido 
que Hi {Vn+Z,Z;Z) =O para i~ O,n, n+l, 2n+l, e Hn(Vn+Z, 2 ;Z) é Z, 
se n é par, e é z2 , se n é impar. Portanto, quando n é Ímpar, Vn+Z,Z 
é uma esfera de homologia real que não e esfera de homotopia. 
2.5.10. OBSERVAÇÃO: Observamos que, apesar de 
métrica de curvatura nao negativa e imergir em 
Vn+Z,Z possuir uma 
IRN com codimensão 
2, nao sabemos se admite uma métrica de curvatura não negativa ~n 
duzida por uma imersão em espaço euclidiano. Realizamos cálculos 
para n = 3 com a imersão citada no exemplo acima, e constatamos 
que a métrica induzida sobre v5 , 2 não é de curvatura nao 
v a. 
negat~ 
2.5.11. OBSERVAÇÃO: Resta-nos comentar sobre as variedades de di 
mensão 4 com a holonomia 0(2). O teorema 2.2.6. implica que nesse 
* * 2 caso H (M;lR) ~H (~P ;m). Além disso, o argumento usando a desi 
* * gualdade 2.2.3. (a) implica que H (M;Z) _H (~P2;Z) .Na proposição 
3.3. de [B-M] foi mostrado que uma variedade compacta,simplesmente 
conexa nas condições acima nao pode imergir em R 6 , usando ar gume~ 
tos puramente topolÓgioos.Quando a codimensão é estritamente maior 
que 2, mesmo supondo uma imersão isométrica com dim(N1 ) ~ 2, o ar 
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gumento nao se estende e nao encontramos ainda uma demonstração, 
apesar de acreditarmos que tal caso não possa ocorrer. 
C!\.!' ÍTULO UI 
SUBVARIEDADES COMPLETAS COM CURVATURA 
NÃO NEGATIVA E CODIMENSÃO BAIXA 
§1. O TEOREMA DA ALMA 
Neste capítulo tentaremos estender alguns dos resultados do 
capítulo anterior ao caso de variedades completas n-dimensionais 
com curvatura não negativa imersas isometricamente em lR n+p ,p = 1, 2. 
A estrutura topológico - diferencial das variedades completas com 
curvatura não negativa e relacionada à das variedades compactas via 
o teorema da alma de Cheeger- Gromoll (veja [Ch-G]) que vamos dis 
cutir agora. 
3.1.1. DEFINIÇÃO: Um subconjunto C de urna variedade riemanniana M 
é dito totalmente convexo se para cada p, q E C e cada geodésica Y 
em M entre p e q, y está inteiramente contida em C. 
Em particular, uma subvariedade totalmente convexa em M é totalmen 
te geodésica. 
A importância da existência de subvariedades totalmente conve 
xas de uma variedade riemanniana é mostrada pelo seguinte resulta 
do: 
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3.1.2. TEOREMA: SejaM uma variedade riemanniana completa e C c M 
uma subvariedade compacta, totalmente convexa. Então a inclusão 
C~> M é uma equivalência de homotopia. 
O teorema 3.1.2., cuja demonstração é uma aplicação interessante 
mas não difícil da teoria de Morse para variedades de Hilbert (v~ 
ja [ch-G]), nos mostra que a existência de subvariedades totalmen 
te convexas não é comum. Por exemplo, como corolário de 3.1.2., t~ 
mos que as variedades compactas não admitem subvariedades fechadas 
(próprias) totalmente convexas. 
n -Se M e completa, com curvatura seccional nao negativa,o teo 
rema de Cheeger e Gromoll estabelece exatamente a existência de 
uma subvariedade compacta, totalmente convexa. 
3 .1. 3. TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana, completa com cu~ 
vatura não negativa. Então existe uma subvariedade A c M compacta 
{sem bordo) e totalmente convexa tal que M é difeomorfa ao espaço 
total do fibrado normal vMA da inclusão A~> M. A é chamada uma 
alma de M. Além disso, se p E: A, X E. TA, Y E vMA então R(X,Y)Y=Ü p p 
onde R é o tensor de curvatura de M. 
DEMONSTRAÇÃO: veja [Ch-G], [M-R] [P). 
3.1.4. COROLÁRIO: Se a curvatura seccional de Me estritamente p~ 
sitiva e M não for compacta, então uma alma de M e necessariamente 
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O-dimensional, e portanto, seM for conexa, M é difeomorfa a lRn. 
A nossa estratégia no estudo de imersões isométricas 
f: Mn --> IRn+p onde M é completa com curvaturas seccionais nao ne 
gativas é agora estudar a restrição de f a uma alma de M e tentar 
aplicar os resultados do capítulo anterior. 
§2. REDUÇÃO DA CODIMENSÃO 
Seja Mn uma variedade riemanniana completa com curvaturas 
seccionais não negativas e Am uma alma de M. Se f: Mn --> IRn+p é 
uma imersão isométrica,considere a restrição f= fiA:Am -->IRn+p. 
Sendo A totalmente geodésica, o primeiro espaço normal de f, N1 , es 
tá contido no primeiro espaço normal de f, N1 • Em particular, o fi 
brado normal vMIA de f restrito à alma contém o primeiro espaço 
normal de f. ~portanto natural perguntar se f(A) está contida em 
um subespaço afim {m+p)-dimensional de lRn+p (cf. 2.1.2.). 
3.2.1. PROPOSIÇÃO: Nas hipóteses acima, vMIA é paralelo se e so 
M 
mente se para cada X~ TA, Y ~v A, a(X,Y) =O. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja ~ uma secção de vMIA e denotamos por a cone 
- . M 
xao normal de f. SeJam X~ TA e Y E v A. Ternos 
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e portanto ~MIA é paralelo. Reciprocamente, se vM]A é paralelo en 
tão f(A) está contida num subespaço afim S (m+p)-dimensional de 
IRn+p_ Portanto, se X e Y são secções de TA e vMA respectivamente, 
Y se mantém normal a S ao longo de uma curva integral de X em A, e 
logo normal a vM]A. Portanto DXY é normal a vM]A o que implica 
a(X,Y) ~O. 
3.2.2. DEFINIÇÃO: Dizemos que f e redut{vel ao longo de A se 
M YXE TA, VY €. v A, a(X,Y) =O. 
3.2.3. OBSERVAÇÃO: Dizer que f é redutível ao longo de A é algo 
mais que dizer simplesmente que f(A) está contida num subespaço 
afim (m+p)-dirnensional, s. Este algo mais é precisamente o fato 
que S é paralelo a TA $ (vM]A) (ou seja, perpendicular a vMA) .E~ 
te Último fato não é consequência do primeiro fato, como podemos 
observar pela situação que o desenho abaixo indica: 
s 
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e de fato,tem como interessante consequência o seguinte: 
3.2.4. TEOREMA: Seja f: Mn --> IRn+p uma imersão isométrica de 
uma variedade completa com curvatura não negativa, redutível ao 
longo de uma alma m-dimensional Am. Então M é difeomorfa ao prod~ 
toAm x JRn-m. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja p E Ame x1 , ... ,X um referencial ortonormal n-m 
de v~A. Transportanto este referencial paralelamente em JR n+p ao 
longo de Am se obtém um referencial ortonormal 
S ~TA ~ (vMIA), e portanto um referencial em 
perpendicular 
M M 
v A. Logo v A 
por um lado difeomorfa a Am x JRn-m, e por outro lado a Mn 
teorema da alma (3.1.3.). Isto conclui a demonstração. 
a 
é 
pelo 
A titulo de exemplo, vamos agora discutir o caso das hipers~ 
perfícies. Seja f: Mn --> JRn+l uma imersão isométrica, Mn conexa, 
completa com curvaturas seccionais não negativas. Seja ~ um campo 
normal e considere vx = dim Ker(A~)x o Índice de nulidade relativa 
de f em x E M. Se vx ~ O em algum ponto então todas as curvaturas 
seccionais sao positivas neste ponto, e um resultado clássico de 
Sacksteder (veja [s]) garante que f (M) é bordo de um corpo convexo, 
M é difeomorfa a ·rn.n, e uma alma de M se reduz a um ponto. Se 
v > o para cada X 
€ 
M e ~ = in f v então, por um teorema clássico 
X 
xcM X 
de Hartman (veja [H] ) , M - isométrica n-~ IR~ e e a um produto M1 X 
a menos de uma isometria de rn.n+l, existem imersões 
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f M -> lR n-.R-+1, f2 •• 1' 1 lR ~ -> ]R ,Q. tais que f = f l X f z. Além di! 
so o indice de nulidade relativa de f 1 é zero em algum ponto.Se M1 
for não compacta, aplicando o resultado de sacksteder, M1 é difeo 
morfa a n-~ R , e em particular uma alma de M1 (e portanto de M) se 
reduz a um ponto. Se M1 for compacta, pelo teorema 2.1.4., M1 .é di 
feomorfa a Sn-~ e f(M1 ) "b d d lRn-J?.+l E e ar o e um corpo convexo em . m 
todo caso f é redutível ao longo de uma alma de M. 
Um outro exemplo interessante é M = TS 2 o espaço tangente à 
esfera s 2 . ~fácil construir uma métrica completa com 
não negativas em TS 2 (veja [M-R]). Também temos 
curvaturas 
Ts 2 = {(x,y)E JR 3 x JR 3 : jjxjj = 1 e< x,y >=O} 
e portanto TS 2 admite uma imersão natural em m6. Porém a métrica 
induzida por esta imersão nao tem curvaturas nao negativas. Em to 
do caso, mesmo se admitir uma imersão isométrica em m6 com curva 
turas não negativas, e mesmo que nesse caso a alma (a alma é difeo 
morfa a s 2 ) esteja contida num subespaço 3 ou 4-dimensional, esta 
- - • . 2 - -imersao nao e redut1vel ao longo de uma alma po1s TS nao e difeo 
mor f a a s 2 x IR 2 . 
Seja agora f: Mn --> IRn+Z uma imersão isométrica de Mn com 
pleta com curvatura não negativa. 
3.2.5. TEOREMA: Se f for redutível ao longo de uma alma então M é 
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difeomorfa a um produto de um espaço euclidiano lR n-.Q., e urna subva 
riedade compacta, totalmente convexa A~ que verifica uma das condi 
ções abaixo: 
la) A é homotopicamente equivalente aS~; 
(b) A é produto riemanniano de 
sk e s~-k, 
subvariedades difeomorfas a 
(c) ~ = 2k + 1, A tem a homologia real de si e a homologia inteira 
apresenta torção eventualmente na dimensão k; 
(d) t = 3 e A e um quociente de s 3 por um grupo finito; 
(e) A e nao orientável (e M também) e e uma "garrafa de Klein gen~ 
ralizada" 7 ou. rR.tf. 
DEMONSTRAÇÃO: Segue imediatamente de 3.2.4. e dos resultados do 
CapÍtulo II. 
Queremos terminar este parágrafo com alguns comentários. Pri 
rneiramente, a redutibilidade de f ao longo de uma alma A permite 
transportar propriedades geomét~icas de f para propriedades análo 
gas de f (por exemplo, se f tem fibrado normal plano então f tem 
fibrado normal plano, etc). Também podemos perguntar se existem 
condições mais fracas que a redutibilidade que permitem aplicar a 
alma os resultados do caso compacto. Mais precisamente: 
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3. 2. 6. PROBLEMA: Dadas uma imersão isométrica f: Mn -> lR n+p e 
AP. Ç Mn uma alma de M,existe urna imersão isométrica f A :A~ -;>:R t+p? 
Urna idéia para este problema é considerar o fibrado normal de M ao 
longo de A, vM)A, e definir uma 11 conexão normal" 
por V~ç = projeção de V~Ç sobre vMjA. Definimos também uma segunda 
forma fundamental a: TA x TA-> VM)A por ã (X,Y) =a. (X,Y) .Os da 
I -l_ -dos (vM A' ~ , a.) verificam claramente as equações de Gauss e 
-Coddazzi, mas infelizmente, se p > 1 nao necessariamente as de 
Ricci. Em todo caso, pelo menos para p = 1, se A for simplesmente 
conexa temos uma resposta afirmativa ao nosso problema. No caso 
p > l seria interessante estudar condições geométricas simples com 
as quais os ''dados" {vM j A, ~71, â) verifiquem as equações de Ricci. 
§3. OUTROS RESULTADOS SOBRE SUBVARIEDADES COMPLETAS 
n Consideramos uma variedade completa M com curvaturas seccio 
· t' · - . • . f n n+2 na1s nao nega 1vas e uma 1mersao 1Sometr1ca : M -> IR . Se 
Até uma alma de M podemos aplicar a f= fiA os resultados do capi 
tulo II pelo fato ~bvio de que o primeiro espaço normal de f tem 
dimensão no máximo 2.As possibilidades para A são as listadas no 
teorema 3.2.5. e podemos enunciar a seguinte 
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3.3.1. PROPOSIÇÃO: -M e homotopicamente equivalente a: 
(a) um quociente finito de s 3 ou urna "garrafa de Klein generaliz~ 
da" (se A for não orientável); ou. 1Rf; 
(b) uma esfera SQ, 
(c) um produto sk x sR.-k i 
(d) uma variedade simplesmente conexa com a homologia real de uma 
esfera, cuja homologia inteira apresenta torção eventual em 
apenas urna dimensão; 
2 (e) o plano projetivo complexo ~P . 
DEMONSTRAÇÃO: Segue dos resultados do capítulo II aplicados a 
f: A-> 1Rn+2. 
Analogamente ao que foi feito no capítulo II,poderíamos ten 
tar diminuir a nossa lista de possibilidades com a hipótese supl~ 
mentar de que todas as curvaturas seccionais sejam positivas em um 
ponto. No entanto, este ponto não pertenceria necessariamente a al 
guma alma e portanto os nossos argumentos nao funcionam. Um resul 
tado parcial nesta direção é o seguinte: 
3.3.2. TEOREMA: Seja Mn uma variedade completa de dimensão par 
com curvaturas seccionais não negativas e positivas em pelo menos 
t . f n JR n+2 . - . - . - n -um pon o, e seJa : M --> uma ~mersao ~sometr~ca. Entao M e 
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2 
simplesmente conexa ou tem o tipo de homotopia de E P • 
DEMONSTRAÇXO: Nas hipóteses do teorema ternos a desigualdade de 
Gauss - Bonnet - Chern 
0 < f K dM < X(M) 
M 
onde K é o integrando de Gauss- Bonnet- Chern, x(M) é a caract~ 
rística de Euler de M, e todos os termos são finitos (veja [w]) .s~ 
ja A uma alma de M. Logo x(A) = X(M) > O. Em particular, isso im 
plica que a dimensão de A tem que ser par. Se dim A = O não há na 
da a demonstrar. Se dim A = 2 então A é difeomorfa a s 2 ou IRP 2 e 
também neste caso não temos nada a mostrar. Suponhamos dim A> 4. 
AFIRMAÇÃO: A e orientável. 
De fato, se A nao for orientável seu recobrimento duplo de orient~ 
ção Ã é difeomorfa a s 1 X M' e portanto x(Ã) = O.Mas X(Ã) = 2X(A), 
e logo X(A) = O, o que é uma contradição. 
Se A for orientável, olhando a lista da proposição 3.3.1., observ~ 
mos que se A não for simplesmente conexa então A é homotopicamente 
equivalente a s 1 x s 22-l (2t ~ dim A) e isso contradiz a positiv~ 
dade da caracteristica de Euler. Isto completa a demonstração. 
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Finalmente, queremos concluir este parágrafo e este trabalho 
com algumas observações. Claramente os resultados apresentados nes 
te capítulo estão longes de serem completos, porém achamos que pr~ 
cisamos de idéias novas para estender o programa para frente. Por 
exemplo, a demonstração do Último teorema não se transporta ao ca 
so de variedades de dimensão fmpar. Porém, nao nos parece que o 
teorema tenha sérias razoes para nao valer em dimensão ímpar e, de 
fato, isso está relacionado a um problema bem mais geral: 
"Se M e uma variedade completa com curvaturas seccionais nao neg.§:_ 
tivas e positivas em um ponto, então uma alma de M é necessariamen 
te um ponto?" 
Este Último problema tem sido comentado e estudado desde o aparec~ 
mente do teorema da alma, mas ainda não parece existir algum resul 
tado nesta direção. Também o teorema 3.2.5., tem, no nosso enten 
der, boas chances de ser verdade sem a hipótese de redutibilidade. 
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